5. lekcija. Kontinuirane slucajne varijable.

Diskretne slucajne varijable povezane su s prebrojavanjem u nekom pokusu. One primaju
konacan skup vrijednosti (ili mozda beskonacan, ali je tada nuzno prebrojiv i diskretan). Kod
tih slu¢ajnih varijabla moZemo zamisljati da je jedini¢na masa (ukupna vjerojatnost)
rasporedena na brojevnom pravcu u tih konac¢no to¢aka (odnosno prebrojivo mnogo toc¢aka).
Medutim, u pokusima se prirodno javlja i mjerenje. Skup brojeva kojima se (teoretski)
zapisuju rezultati mjerenja nije ni konacan niti diskretan, ve¢ neki interval u skupu realnih
brojeva . Tipi¢ni primjeri suIll i IV iz 4. lekcije.

Ako slucajna varijabla X neSto mjeri, onda ona na¢elno moze posti¢i svaki broj ili svaki broj
u nekom intervalu ( u svakom slu€aju neprebrojivo mnogo brojeva). Zato je intuitivno jasno
da ¢e vjerojatnost postizanja bilo kojega konkretnog broja biti jednaka nuli, tj.

p(X=c)=0, za svaki konkretan broj c.

Takve slucajne varijable nazivat ¢emo kontinuiranim ili neprekinutim . Zato imamo sljedecu,
matematicki ne bas preciznu definiciju.

Kazemo da je slu¢ajna varijabla X neprekinuta (kontinuirana) ako prima svaku
vrijednost na nekom intervalu (i svaku s vjerojatnoséu 0).

Za kontinuiranu slucajnu varijablu X isprazno je pitanje o tome kolika je vjerojatnost da
postigne neki konkretan broj. Pravo je pitanje o vjerojatnosti da X postigne rezultat u nekom
intervalu, na primjer u intervalu [x,x+Ax]. Ako je Ax mali broj, intuitivno je jasno da Ce ta
vjerojatnost biti pribliZzno proporcionalna duljini intervala Ax, a da ¢e koeficijent
proporcionalnosti biti promjenjiv, tj. ovisan o x. Drugim rije¢ima
px X <x+ Ax) = f(x) Ax, (¥)
za neku funkciju f. Matematicki je ispravnije reci da se funkcija f definira ovako:
p(x< X <x+Ax) ()

Ax

f(x) = lim

Desna strana u (*) ima znacenje povrSine pravokutnika duljine Ax i visine f(x). Iz
definicije odredjenog integrala slijedi da se vjerojatnost da slucajna varijabla X poprimi
vrijednost unutar intervala [a,b] dobije integriranjem. Tocnije:

b
pa< X <b)= j f(x)dx .

Nekoliko komentara.
1. U naSem je primjeru vjerojatnost bila rasporedena prema nekom pravilu na intervalu. To
je mogao biti i otvoreni interval i poluinterval i beskonacni intervali i, konac¢no, najveci



interval: cijeli skup realnih brojeva. Od sada ¢emo smatrati da je uvijek tako, tj. da je
vjerojatnost na cijelom skupu realnih brojeva (tj. da je funkcija f zadana na ¢itavom
skupu realnih brojeva; to napravimo tako da na onom dijelu gdje nema vjerojatnosti
stavimo da je vrijednost funkcije fjednaka 0). Zato ¢e od sada biti:

(1) f(x) 20, za sve realne brojeve x (f je pozitivna funkcija)

(i1) J. f(x)dx =1 (povrsina ispod grafa funkcije f je 1).

Pri tom je vjerojatnost da sluc¢ajna varijabla X poprimi vrijednost u intervalu [a,b] :

b
pla< X <b)= jf(x)dx.

2. Funkcijuf s ovim dvama svojstvima zovemo funkcijom gustoée vjerojatnosti
kontinuirane slucajne varijable X.
Dakle, svaka ovakva funkcija definira neku razdiobu vjerojatnosti kontinuirane slu¢ajne
varijable.

3. Vjerojatnost da slu€ajna varijabla X, koja ima funkciju gustoce f, poprimi vrijednost na
intervalu [a,b], jednaka je povrsini ispod grafa funkcije f od x=a do x=b (integral).

4. Tako ima puno takvih funkcija f, nas ¢e u praksi zanimati samo nekoliko takvih funkcija
(odnosno nekoliko tipova ili klasa takvih funkcija, §to ¢emo vidjeti poslije).

5. MoZemo zamisljati da fopisuje kako je jedinicna masa razmazana po x-osi (na pocetku
je to bilo samo po intervalu). Razumno je pretpostaviti da dok kist vu¢emo neprekinuto,
onda ¢e i pripadna funkcija koja opisuje gusto¢u namaza biti neprekinuta. Takoder,
razumno je pretpostaviti da ¢emo, mozda nekoliko puta zastati, pa potom nastaviti. Na
tim mjestima funkcija f ¢e mozda biti prekinuta jer cemo nastaviti razmazivanje po
drugom pravilu. Tako ¢e funkcija f biti po dijelovima neprekinuta, a kako je ukupna
masa koju razmazujemo konacna (jedini¢na), ona ¢e imati integral na svakom
podintervalu, $to znac¢i da na njima moZemo racunati vjerojatnosti.

6. Formule (i) i (ii) koje definiraju funkciju gustoce treba gledati u analogiji s diskretnom
slu¢ajnom varijablom. Tako je formula (i) kontinuirani analogon uvjeta:
(1)’. pi>0, za sve i (vjerojatnosti su pozitivne; eventualno se moZze dopustiti da budu 0),
a formulu (ii) . kao analogon formule
aiy Zpi =1 (ukupna vjerojatnost je 1).
Jasno je da se formula za vjerojatnost da slucajna varijabla X poprimi vrijednost na nekom
intervalu moze smatrati analogijom one za diskretnu varijablu (integral od donje do gornje
granice zamjenjuje prijasnje zbrajanje vjerojatnosti). Poslije ¢emo vidjeti da se ta analogija
provlaci i dalje: na ocekivanje, varijancu i sl.

Primjer 1. (jednolika kontinuirana razdioba na segmentu [u,v]). Zamislimo da rezultati
mjerenja mogu ravnopravno biti brojevi u intervalu [u,v] i da slu¢ajna varijabla X registrira
taj rezultat. Tada je vjerojatnost (jedini¢na masa) jednoliko rasporedena na intervalu [0,2].
Matematicki model za ovakvu razdiobu vjerojatnosti je konstantna funkcija gustoce:



f(x):=

, za X u intervalu [u,v]; izvan tog intervala je f(x)=0.

Funkcija distribucije vjerojatnosti.

Viodimo da bi nam nam za racunanje vjerojatnosti dobro bilo znati primitivnu funkciju
funkcije f. Tako za raCunanje vjerojatnosti ne bismo trebali integrirati, ve¢ samo
oduzimati. Kako znamo, primitivna je funkcija odredena do na konstantu, Sto znaci da kada
znamo jednu, sve se ostale dobiju dodavanjem konstante. Od svih tih, izabrat ¢emo jednu i
dati joj posebno ime.

Definicija 1. Funkcija distribucije vjerojatnosti sluc¢ajne varijable X jest, prema definiciji,
funkcija F: R — R, zadana uvjetom:

F(x):=p(X<x)

(vrijednost te funkcije u realnom broju x jest vjerojatnost da ta slu¢ajna varijabla poprimi
rezultat manji od tog x).

Pokazat ¢emo da je upravo ta funkcija jedna od primitivnih funkcija funkcije f. Prije toga
navedimo nekoliko njenih svojstava koje proizlaze iz njene definicije.

1. ocitoje F rastuca (jer se povecanjem broja x ne moZe ukupna vjerojatnost do tog mjesta
smanjiti),

2. ocitoje da F prima vrijednosti izmedu 01 1 (jer su njene vrijednosti neke vjerojatnosti)

3. razumno je pretpostaviti da joj je limes kad x ide u beskonacnost upravo 1 (jer je ukupna
vjerojatnost 1), a da joj je limes kad x ide u —beskonacnost jednaka 0.

4. razumno je pretpostaviti i da je ta funkcija neprekinuta (jer malim promjenama vrijednosti
x, malo se mijenja i vjerojatnost).

Sva ta svojstva izravno se dokazuju iz sljedece veze:
F(x)=p(X <x)=p(—oo< X < x)= J.f(t)dt.

Tu smo ispod integrala stavili varijablu ¢, jer je x gornja granica integrala (pa da ne dode do
zabune).
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Tako smo funkciju F opisali pomocu funkcije f. Obratno, iz definicije primitivne funkcije,
sada slijedi da je:

F’(x)=f(x)

za sve x osim onih u kojima funkcija fima prekid (a takvih je mjesta konacno mnogo;
dopusta se i opcenitija situacija, ali mi se ograni¢avamo na ovu).

Dakle F je primitivna funkcija funkcije f (odnosno to je barem po dijelovima).

Sada je.

pla< X <b)= jf(x)dx.

=;3(b)—F(a).

Ocekivanje i varijanca kontinuirane slu¢ajne varijable.

Ove dvije vazne karakteristike definiramo prema uzoru na diskretan slu¢aj. Tamo je
razdioba vjerojatnosti bila u analogiji sa sustavom cestica na pravcu, oCekivanje je
odgovaralu teZiStu sustava Cestica, a varijanca momentu inercije oko teziSta. Sad umjesto
sustava Cestica imamo jedini¢nu masu rasporedenu po pravcu (skupu realnih brojeva), a nacin
kako je ona rasporedena zadan je funkcijom gustoce f ( koja se inace, obi¢no u mehanici,
oznacava slovom p ). Dakle:

oo

E(X)= fo(x)dx

—oo

(u usporedbi s diskretnim sluajem, suma se zamjenjuje integralom, x; s x, a p; s f(x)dx).
V(X)= [(x=E(X))’ f(x)dx

U ovim formulama, a i inace kad je rije¢ o sluajnim varijablama, treba luciti oznaku X (za
slucajnu varijablu) od oznake x (za realnu varijablu tj. bilo koji realni broj).

Napomene:
1. Kao i prije, ocekivanje ima znacenje tocke u kojoj je ravnoteza. Taj broj moZe biti i
pozitivan i negativan.

2. Varijanca, kao i prije, mjeri stupanj rasipanja oko ocekivanja. Iz formule se vidi da je
uvijek pozitivna (jer integriramo funkciju koja je umnozak jedne funkcije koja je kvadrat
i druge koja je pozitivna, prema definiciji, tj. racunamo povrSinu ispod grafa funkcije
koji je iznad osi x). Zato, kao i prije, moZemo definirati standardnu devijaciju slucajne
varijable X:

s(X) =V(X).

3. Zaracunanje u konkretnim slucajevima pogodnija je druga formula za varijancu (a dobije
se lako iz ove, kao i prije):

oo

V(X)= _[xzf(x)dx—Ez(X).

Tu, kao i obi¢no, EA(X) znadi (E(X))>.



Eksponencijalna razdioba.

Vratimo se na primjer [l iz 5. lekcije, tj. na opis slucajne varijable X koja opisuje vrijeme
izmedju dviju uzastopnih poruka na nekoj adresi. Sli¢no bi bilo da razmatramo vrijeme
izmedju dvaju kvarova na nekom uredjaju (odnosno vrijeme rada bez kvara), vrijeme rada
neke Zarulje do pregorijevanja i sl.

Vrijeme izmedju dvaju kvarova na nekom uredaju ili stroju, nije egzaktno odredeno (odnosno
mi, sa sadasnjim znanjem, nismo sposobni to odrediti), ve¢ je slucajno. Slicno je s vremenom
izmedju dvaju posjeta neke adrese, poziva na nekom telefonu, izmedju dvaju radioaktivnih
raspada, vremenom rada do kvara neke Zarulje i sl. Zato ima smisla govoriti o slu¢ajnoj
varijabli koja registrira vrijeme izmedju dvaju kvarova, trajanja neke Zarulje i sl..
Razmatranje nastavimo sa Zaruljama.

Da bismo situaciju pojasnili moZemo testirati mnogo takvih Zarulja i tako do¢i do predodzbe
o prosje¢nom vijeku trajanja takvih

Zarulja, a i o distribuciji vremena trajanja (time se bavi statistika i o tome ¢emo viSe govoriti
poslije).

Neka je X slucajna varijabla koja registrira vrijeme trajanja Zarulje. U idealnim uvjetima X
¢e biti opisana samo s jednim parametrom — prosjecnim vijekom trajanja. Nadalje, ako je f
funkcija gustoce vjerojatnosti od X, onda je f(x)=0, za x<0 (naime, vrijeme trajanja ne moze
biti negativno). U pro§irenim lekcijama izveli smo da za funkciju gustoce f od X vrijedi.
fx)=Ae™, zax>0.

Pri tom je parameter A obrnuto proporcionalan ocekivanju E(X) od X . To ¢emo preciznije
izvesti poslije.

To nas upucuje na sljedecu definiciju.

Definicija 2. KaZemo da slucajna varijabla X ima eksponencijalnu razdiobu s parametrom
A >0, ako joj je funkcija gustoce vjerojatnosti
fx)=Ae™, zax>0
=0, inace.
Ako je tako, piSemo X ~E(A4).

Dakle, ima beskona¢no mnogo eksponencijalnih razdioba (Cak neprebrojivo mnogo), ali sve
su sli¢ne i parametrizirane su pozitivnim parametrom A. Nabrojili smo viSe razli¢itih (ali
sli¢nih) pojava koje se priblizno ponasaju prema eksponencijalnom zakonu. Parametar A
razlikuje medjusobno te pojave (Zarulje razlicitih kvaliteta, stranice razli¢itih posje¢enosti,
razlicite radioaktivne materije i sl.).



Izvod ocekivanja.
Ako je X~E(A4),ondaje EX)=1/4.
Naime:

T et = 1
E(X) =jx./1e-‘*dx: (—xe ™ =S ) =0—(=0—1/1) = —.

0 Ao A
(pazljivo provjerite preskoCene korake u gornjem racunu; uputa: rije¢ je o parcijalnoj
integraciji i L’Hospitalovu pravilu; gdje se u ra¢unu primjenjuje da je 4>0?).
Sli¢no, ali tehnicki nesto teZe dobije se:

1
V(X)= 7
Funkcija distribucije F eksponencijalne razdiobe. Vrijedi, F(x) =0 za negativne x, dok je
za pozitivne x (i za nulu)
F(o=[Ae¥dt=1-e™
0

Ax

Dakle, za pozitivne x je F(x) =1 — e~

Nacrtajmo sliku.

Vidimo da graf funkcije usporeno raste. To znaci da se vjerojatnost dosta rano potrosi
(objasnite Sto to prakticki znaci).

Primjer 2. Prosjecno vrijeme izmedu dvaju poziva na nekoj adresi je 80 sekunda. Odredimo
vjerojatnost:

a) da to vrijeme bude najmanje 80 s.

b) da do sljedece poruke dode za manje od 600 s.

¢) da poruka stigne izmedu 50-te i 100-te s.

Prije rjeSavanja pokuSajte na ova pitanja odgovoriti odoka.

Da bismo rijesili ovaj problem prihvatit ¢emo predpostavku da je vrijeme izmedu dviju
poruka eksponencijalno distribuirano. Dakle, ako slucajna varijabla X registrira to vrijeme
onda je X~E(1/80).

Tu smo izabrali 4=1/80 jer je prosje¢no vrijeme izmedu poruka 80, a taj broj odgovara
oc¢ekivanju slucajne varijable X, a ono je 1/4. Sad se problemi mogu shvatiti ovako:

a) p(X=80) = p(80<X< o) =1-F(80) = 1-(1-e*”**)=0.3679 (na 4 decimalna mjesta)

b) p(X<60) = p(- 00 <X<60) = F(60)-0 = 1-¢ "= 0.5276

¢) p(50<X<100) = F(1 00)-F(50) = (1-e™**%)-(1-e™"*%) = 0.2488.



Normalna (Gaussova) razdioba.

To je najvaZnija razdioba u teoriji, ali i u primjeni vjerojatnosti. Tu razdiobu (priblizno) imaju
mnoge slucajne varijable koje nastaju u praksi, primjerice slu¢ajna varijabla koja

a) registrira grjesku pri mjerenju

b) registrira rezultat mjerenja (na pr. mase, visine, postotka, inteligencije, ...)

¢) registrira rezultate pri dobro odmjerenom pismenom ispitu itd.

S druge strane, do ove razdiobe moZe se do¢i statisticki (o cemu ¢e vise biti rijec poslije).
Naime kad se izvodi veci broj nezavisnih mjerenja neke veliCine, pa se gleda prosjecan
rezultat, dolazi se do normalne razdiobe (priblizno, a u limesu tocno; to se moZe to¢no
matematicki opisati).

Razmotrimo nekoliko heuristi¢kih razloga koji nam daju naslutiti da ¢e se grjeske pri
mjerenju ponasati prema normalnom zakonu (poslije ¢emo tocno reci o kakvoj je razdiobi
rijec).

Neka slu€ajna varijabla X registrira grjeSku pri mjerenju (koju ne moZemo egzaktno opisati
jer nastaje slucajno, ¢ak i kod najpreciznijih instrumenata) i neka je f funkcija gustoce od X.
Tada je prirodno, uz ¢injenicu da je povrSina ispod grafa od f jednaka 1, predpostaviti
sljedece:

1. grjeske teoretski mogu biti po volji velike, pa je f definirana i pozitivna za sve realne
brojeve x.

2. grjeske su simetricno rasporedene oko 0, pa je f parna funkcija.

3. najvjerojatnije su grjeSke oko nule, a kako idemo dalje vjerojatnost da greska bude u
nekom malom intervalu stalne duljine, smanjuje se. Zato je f padajuca funkcija za x>0.

4. Trebala bi postojati familija takvih f, ovisnih o nekom parametru, koje bi opisivale
grjeske (jer jedna je funkcija za instrument koji radi male, a druga za neki koji radi velike
grjeske; ipak te funkcije trebaju biti slicne).

Iz ovih, vrlo razumnih zahtijeva, naslué¢ujemo da je pripadna funkcija gustoce vjerojatnosti
zvonolika krivulja. Koriste¢i poznatu ¢injenicu da je:

1 % =
— |e 2dx=1 (¥
N2 :l;
dolazimo do toga da se f moZe zapisati kao:
1 -5

620

f(x)= ,  o>0 (*%)
o217

(izvod je u prosirenoj verziji lekcija).

Graf te funkcije zove se gaussova Krivulja; ona je

1. zvonolika oblika s tjiemenom u x=0.

2. simetri¢na s obzirom na y-os,

3. ima tocke infleksije u x=*0.

4. Odoka vidimo da je povrSina izmedu tih dviju vrijednosti ve¢a od 1/2, poslije ¢emo to
izracunati preciznije.
To ¢emo pribliZiti na primjeru.



Pretpostavimo da je grjeska pri o€itavanju rezultata na nekom mjernom istrumentu
normalno distribuirana uz ¢ =0.001. Tu ¢injenicu moZemo tumaciti kao: vjerojatnost da
grjeska bude izmedu —0.001 1 0.001 je ve¢a od 1/2 (poslije ¢emo vidjeti da je ona oko
2/3). To znaci da je vjerojatnost da grjeSka bude veca od 0.001 ili manja od —0.001, manja
od 1/2 (poslije ¢emo vidjeti da je ona oko 1/3).

5. Stoje o veéi, krivulja je spljostenija (povriina je rasturenija); to govori o tome da su
grjeske rasprSenije, dakle vece. Obratno, $to je 0 manje, krivulja je uZa i viSa; znaci
grjeske su manje, koncentrirane su oko 0.

6. Za slucajnu varijablu X koja ima ovakvu funkciju gustoc¢e kaZzemo da je normalna i
pisemo: X~N(0, & ?).

Specijalno, ako je o =1, kaZemo da je razdioba jedini¢éna normalna (ili standardna) i
tada piSemo:

X~N(0,1%).

Cesto jedini¢nu razdiobu oznadavamo s 7, a njenu funkciju gustoée s ¢ . Dakle:

e

2

o(x) = !
NGy

ap ta—.'-f’winﬂir'
(o, 3= 2

Y. e
N\ 8w

= : "2
-4 A4

MK

Da je sa (**) zadana funkcija gustoce (tj. da je povrSina ispod krivulje 1) proizlazi iz (*),

samo se kod integriranja primjeni oCita zamjena varijable.

Takoder je o€ito da sve ove razdiobe imaju ocekivanje 0 (zbog simetri¢nosti); tko hoce to

moZe i dokazati (izravno ili kori§tenjem svojstva neparnosti).

Lako se moZe dokazati (parcijalna integracija, zamjena varijable i formula (*)) da je
varijanca ove razdiobe ¢ %

Dakle:
Ako je X~N(0, ¢?), onda je
EX)= 0, i
V(X)= o>
Napomena.

1. Ako graf funkcije f pomaknemo za & onda se tjeme pomakne za tajisti & (pomak Ce
biti udesno ako je & >0, u suprotnom bit ¢e ulijevo). Pomicanjem za g funkcija
postaje:

1 _(x=u)’

e 202
o2

flx) =

B



2. Ovako pomaknuta funkcija takoder je funkcija gusto¢e (pomakom se povrSina ne
mijenja). Slucajnu varijablu X koja ima takvu funkciju gustoce piSemo kao:
X~N(u,0%).
Pritom se ocekivanje takoder pomakne za u pa je.
EX)=u.
Varijanca se ne mijenja (krivulja po izgledu ostaje potpuno ista) pa je:
VX)=0"
Sve se to moZe potvrditi i raCunom.
3. Pomaknuta krivulja ima sli¢na svojstva kao i ona pocetna, samo §to je os simetrije pravac
s jednadZzbom x= & (a ne vise x-0s).

Sada imamo konac¢nu definiciju.
Definicija 3. Kazemo da kontinuirana slucajna varijabla X ima normalnu razdiobu s
parametrima K i © ?, ako joj je funkcija gustoce:
i)
1 (x—p)

- 2

— 20°
1= e

Pri tom je parametar g ocekivanje, a parametar © 2 varijanca te slu¢ajne varijable.

Racunanje vjerojatnosti kod normalne razdiobe.

Ve¢ smo vidjeli da se vjerojatnost kod kontinuirane razdiobe najlakse racuna ako nam je
poznata funkcija distribucije (tada se vjerojatnost da slu¢ajna varijabla poprimi rezultat na
nekom intervalu svodi na oduzimanje vrijednosti te funkcije u rubovima tog intervala).

U slucaju normalne razdiobe ne moZe se funkcija distribucije zapisati pomocu poznatih
elementarnih funkcija (ve¢ samo pomoc¢u beskona¢nih redova potencija ili nekih drugih
funkcija €ije se vrijednosti ne mogu lako racunati, na primjer, nisu dostupne na svakom
kalkulatoru; jasno je da se, koriste¢i na primjer Simphsonovu metodu, moZe napraviti
program koji ¢e po volji precizno racunati vrijednosti te funkcije).

Zato su prije razvoja kompjutora vrijednosti funkcije distribucije normalne razdiobe bile
tabelirane. Tu je bila sreca da nije trebalo tabelirati vrijednosti za sve normalne razdiobe
(kojih ima neprebrojivo mnogo i ovisni su o dvama spomenutim parametrima), ve¢ je bilo



dovoljno tablicu naciniti za jedinicnu normalnu razdiobu, a vjerojatnost u opéem slucaju
svodila se na jedini¢ni. Pokazimo to.
Neka je X~N(u,07%),ineka su a, b realni brojevi takvi da je a<b. Tada je:

1 _M

b 252 _
pla<X<b) = J. o2r ¢ dx (nakon zamjene varijable al O_’u

=t)

IZ

ﬂ
= J 1 e 2dt (ispod integrala je funkcija @)
ﬂ

7

= 207 7 ETH),
o o

gdje smo sa Z oznacili funkciju distribucije jedini¢ne normalne razdiobe.
Dakle, racunanje vjerojatnosti po volji odabrane normalne razdiobe, svodi se na raCunanje
vjerojatnosti jedini¢ne normalne razdiobe tj. do oduzimanja vrijednosti funkcije Z. Ovaj smo
rezultat izveli pomocu zamjene varijable u odredenom integralu, medutim on ima i druga
objasnjenja, na primjer geometrijska (lako se vidi da bilo koja normalna razdioba pomakom
suprotno od ocekivanja, potom dijeljenjem sa standardnom devijacijom postaje jedini¢na
normalna razdioba; to grafovi funkcija gustoce lijepo prate)
Danas se vrijednosti funkcije distribucije normalne razdiobe lako racunaju u mnogim
kompjutorskim paketima.

Primjer 9. TeZina neke populacije normalno je distribuirana s prosje¢nom tezinom 66 kg i
standardnom devijacijom Skg. Odredimo vjerojatnost da slucajno odabrani predstavnik te
populacije ima:

a) tezinu izmedu 65 i 70 kilograma.

b) teZinu vecu od 72 kg.

Neka X oznacava slucajnu varijablu koja registrira tezZinu populacije. Tada je
X~N(66,5%). Neka je F pripadna funkcija distrubicije.
Zadatak a) mozZe se zapisati kao
p(65<X<70) = F(70)-F(65) =0.78 815-0.42 074 = 0.36 741 (prema Excelu)
Takodjer, za zadatak b):
p(X>70)=p(70<X<+0)=F(+0)-F(70)=1- 0.78 815 =0.21 185.

Pravilo “tri sigme”.

Najvaznije svojstvo normalne razdiobe u primjenama, jest to da interval unutar kojega se
nalazi gotovo 100% svih vrijednosti slucajne varijable, ovisi samo o o¢ekivanju i
standardnoj devijaciji (to je za po 3 standardne devijacije lijevo i desno od ocekivanja).

Preciznije, neka je X~N( 4, 07). Tada je
p(u—-30c< X <u+30)=0.9973

Takoder je.
p(u—20< X <u+20)=0.9544

p(u—oc<X <u+0o)=0.6826
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Znaci s 95% sigurnoscu moZemo tvrditi da se neka veli¢ina normalno distribuirana nalazi za
najvise 2 standardne devijacije lijevo ili desno od ocekivanja (to znaci da je u tom intervalu
vise od 95% povrsine ispod pripadne krivulje.

Sli¢no, vidimo da za 1 standardnu devijaciju lijevo i desno od oéekivanja ima oko 2/3
povrsine ispod te krivulje (to je ono $to smo ranije odoka procjenjivali da je viSe od jedne
polovine).
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Primjer 10. Odredimo interval unutar kojeg se nalazi teZina slucajno odabrane osobe iz
Primjera 9:

(1) s vjerojatnosc¢u oko 0.68

(ii) s vjerojatnosc¢u oko 0.95

(iii))  gotovo 100%

U Primjeru 9 je rije¢ o normalnoj razdiobi s 4 =66 1 o0 =5, paje, prema pravilima
“jedan sigma”, “dva sigma” i “tri sigma”:
1 [66-5,66+5]=[61,71], tj.
p(teZina slucajno izabrane osobe je izmedu 611 71) = 0.68
(i1) [66—-2-5,66+2-5]=[56, 76], 4.
p(tezina slucajno izabrane osobe je izmedu 56 i76) = 0.95
(ii) [66-3-5,66+3-5]=[51, 81], .

gotovo sve osobe imaju teZinu izmedju 511 81.



